第十七章
Tree

17.1
Introduction

Tree是常用的資料結構，可以將資料有系統有組織的儲存。我們先來看以下的圖例：


在樹(Tree)的結構裡，最上面的那一個Node稱之為根(Root)，上一層的Node是下一層的父母(Parents)，下一層的Node是上一層的子女(children)，同一層的Node並擁有相同的Parents的是兄弟姊妹(siblings)。最下一層的Node稱之為葉子(leaves)。如果一個Node沒有children，那麼該Node稱之為External，反之則稱為Internal。所有從某一個Node可以往上追溯的Node（好比該Node本身或是其Parents或是其Parents的Parents等等）都是該Node的祖先(Ancestor)。所以Root是Tree中所有的Node的共同Ancestor。而反過來說，Ancestor可往下探詢的點稱之為其後代(Descendent)。舉例來說，JAVA裡的物件可以相互繼承，所以class java.lang.Object是所有其他物件的一個Ancestor。

Tree是有排列的結構，每一個Node的children會被取名為第一個或是第二個child，或者是左邊的右邊的child，通常我們可以將其虛擬的畫出來（如上圖）。而二元搜尋樹(Binary Tree)指的是每一個Node最多有兩個Children。我們標記左邊的為左邊的小孩（left child）而右邊的當然叫做right child。
17.2
Depth and Height

如果v是Tree中的某一個Node，那麼v的深度(depth)為v的ancestor數量，但不包括v自己。也就是說，root在深度＝0，其下一層為深度＝1，以下列推。所以如果我們想要求得某個Node在某一個Tree中的深度，我們可用如下的作法：

	public static int depth(T, v) {

    if T.isRoot(V)

        return 0;

    else

        return 1+ depth(T, T.parent(v));

} // depth()


這個演算法的執行時間為O(1+dv)，其中dv代表的是v在Tree中的深度。在worse-case的Big-Oh Notation為O(n)，其中n為Tree中的Node數目。因為有可能v為leaf，而其ancestor都剛好沒有siblings。

而某一點v的高度(height)之定義為自葉子算上來的層數減一，也就是說最底層的葉子之高度為0，其上一層的高度為1，依此列推。而自最底層的葉子到root的層數（亦即root的高度），也是該Tree的高度。

17.3
Methods

一般的Tree可以有的一些基本方法，簡介如下：

1. element():傳回某Node內的物件

輸入：無(冇)

輸出：物件(Object)

2. root():傳回Tree的root

輸入：無(冇)

輸出：Node

3. parent(v):傳回Node v的parent，如果v是root則傳回例外

輸入：Node

輸出：Node

4. children(v):傳回Node v的children

輸入：Node

輸出：Node

5. isInternal(v):確認Node v是否為internal

輸入：Node

輸出：Boolean

6. isExternal(v):確認Node v是否為external

輸入：Node

輸出：Boolean

7. isRoot(v):確認Node v是否為root

輸入：Node

輸出：Boolean

8. size():傳回Tree中的Node數

輸入：Node

輸出：Integer

9. swapElements(v,w):將儲存在Node v跟w內的物件互換

輸入：Two Nodes

輸出：無(冇)

10. replaceElement(v,e):將Node v內的物件換成e，並傳回v內的物件

輸入：Node & object

輸出：Object

Tree的種類有許多，以下我們介紹最常用的Binary Tree。

17.4
Binary Tree

所謂的Binary Tree就是每一個Node最多可以有兩個children，一個是left child，另一個是right child。也就是說，當我們要實現Tree裡面的Node時，我們不再像Linked List裡的Node一樣有指標Next或Prev，取而代之的是Left跟Right。而在Tree的操作中，我們必須要有以下方法：

· leftChild(v):傳回v的left child，如果v是external node，傳回error

輸入：Node

輸出：Node

· rightChild(v):傳回v的left child，如果v是external node，傳回error

輸入：Node

輸出：Node

· sibling(v):傳回v的sibling，如果v是root，傳回error

輸入：Node

輸出：Node

在討論Binary Tree的操作（如insertion, removal or search）之前，我們先來討論一下Binary Tree的結構。請看以下的示意圖：


Full Binary Tree

跟一般的樹一樣，Binary Tree一樣有一個Node為root。而其特點就是每一個Node最多有兩個children。如上圖，藍色的便是該Tree的root，而所有綠色的Node為leaves。像這樣沒有空隙的排列方式，且每一層都剛好填滿，稱為Full Binary Tree若是最底層沒填滿，但是所有元素都往左靠，稱之為Complete Binary Tree。而如果tree中任一點的兩個subtree的depth相差不超過1，我們稱之為Balanced Tree。


Complete Binary Tree










Balanced Binary Tree

那在這樣一個填滿的Tree中，到底depth跟Node的個數關係為何呢？我們可以觀察到上面的這一個Tree總共有1+2+4+8=15個Nodes。也就是說，我們共有4層的Nodes(depth=3)，而Node數為
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。反過來說，如果我們有100個Node排成一個Balance Tree，那最大的深度depth為多少？我們可以反推回去。
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所以如果有一個含有100個Node的Complete Tree，那麼其depth最小為5，最大為6。其結構應該如下：


也就是說，如果一個Complete Tree的結構有n個Node，那麼其leaves的最大depth可以以
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來求得。

為什麼我們要知道Tree的depth呢？原因是我們想要知道從root到leaf到底要經過幾步才會到達。當我們有系統的安排Tree內的排列時，我們可以將Search的執行速度控制在
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。也就是說，我們若要在Complete Binary Tree內做搜尋，最多只需要走
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步即可。這是一個極大的進步，相較於Linked List的O(n)，
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顯然節省了許多時間，雖然不比Hash Table的O(1)來得快，但是Tree卻不像Hash Table需要龐大的空間來讓Nodes分佈平均。因此，二元搜尋樹變成一個重要且有效的搜尋資料結構。

在這裡我們額外要談到的是在我們建構一個Tree的時候，我們需要謹慎的選擇其root及其排列，因為Tree並不見得是Complete，因此，其結果有可能產生很大的歧異。我們用以下的示意圖為例來說明。


上圖的結構其實還是一個Tree，但是每一個Node都只有right child，如果我們在這個結構內操作search，我們發現其Big-Oh仍然為O(n)。這個結果與Linked List相同。不過如果我們將其適當的排列，便可以改變許多。

17.5
Operations

現在我們來討論一下Tree的操作及其執行速度。一般來說，Binary Tree的物件儲存方法為Node v的left child的值會比v小，而其right child的值會比v大。見上例，我們可以觀察到Tree的root之值為58，而其left child為31，其right child為90，以下類推。這樣的排列方式讓我們可以確定當我們做搜尋的操作時，最遠只需從root找到leaf。所以只要我們依據左小右大的準則，一層一層往下搜尋，直到找到停止。或者是到了leaf 還沒找到，此時傳回False。在Tree中搜尋，worst-case的執行時間為
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這裡我們必須要強調一點的是，放入Tree裡面的物件必須是可比較的(Comparable)，否則我們無法一層一層的探索比對。接下來談到加入(Insert)一個新的Node。現在假設我們有一個物件為n要加入到Tree T之內。首先我們先判斷v跟root的大小，如果比root大，那麼便接著比較right child，如果比root小，那麼便接著比較left child，依此類推，直到比較到external node。所以根據上面的例子，如果我們要加入一個值為61的Node，那最後它會成為60的right child。這樣的執行時間為
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。如下圖所示：


比較複雜的是刪去(remove)的操作。當我們想要刪去Node v的時候，先依照上述搜尋的敘述來找到相對應的Node，然後再將其移除。如果要移除的Node是external nodes(leaves)的話，那就直接將其移除。如果欲移除的Node為internal node但是只有一個child(left or right)，那也還簡單，只要將該點移除，然後將其parent指向其child即可。如下圖所示。







如上圖我們可以看出移除只是簡單的將該Node之Parent的Pointer 指向其child即可。而最大的問題是如果我們要移除的Node是擁有兩個children(left and right)的internal node的時候，那我們該怎麼做呢？

此時我們採用如下的作法，將該Node移除，並將其右邊的sub-tree中最小的Node上移到此Node的位置，如此便可完成此Node之移除。我們用如下的圖來說明。

下圖中Node 20為欲移除之點，將其移除，並在其右方之sub-tree中找到最小的Node 23，將其上移至原Node 20之位置，如此完成了移除之動作。


Root(根)
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Tree or Linked List?
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